W, Dirilaer

finfithrung in das statistiscie Testen

I. Testen von Hypothesen

I.1. Allgemeines

Das Grundproblem statistischer Tests 148t sich so fassen: Uber
die Verteilung einer Zufallsgr&Be (bzw. die Wahrscheinlichkeits-
verteilung eines Merkmals in einer Grundgesamtheit) liegen ge-
wisse Kenntnisse bzw. Annahmen vor, die man aus der Erfahrung
oder durch theoretische Uberlegungen gewonnen hat, oder die auch
nur Angaben eines Geschidftspartners (Qualitdt einer Lieferung)
sind. Durch Ziehen von Zufallsstichproben aus der jeweiligen
realen oder gedachten Grundgesamtheit soll Uberprift werden, wie
"weit die Kenntnisse bzw. Annahmen der "Realitdt" entsprechen, bhzw.
ob sie korrigiert werden sollen. Dabei sind grundsdtzlich keine
absoluten Aussagen zu erwarten, Fehler sind unvermeidbar, man
m&chte aber bei gegebener maximaler FehlergrdBe die Wahrschein-
lichkeit fir einen derartigen Fehler wissen.

Beispiel 1. Eine Partei hatte bei den letzten Wahlen einen Stimm-

anteil von 43 % und m&chte wissen, ob sie diesen Anteil gehalten
hat. Die Vermutung, "Hypothese" ist, daB der Anteil p > 43 % ist.

Durch Befragung (zufdllige Stichprobe) von n Personcn soll die
Hyoothese iberpriift, getestet werden.

Beispiel 2. Ein GroBhdndler behauptet, daB in einer umfangreichen

Lieferung eines Massenartikels 3 % AusschuB sind. Durch Ziehen
einer Stichprobe (eines Loses) mdchte ein Abnehmer mit groBSer
Sicherheit (Wahrscﬁeinlichkeit) liberpriifen, ob der AusschuBian-
teil £ 3 % ist.

Beispiel 3, Eine BlechwalzstraBe soll Blech der Dicke pu erzeugen,
wobei eine Toleranz von maximal 0,01 mm zugelassen ist. Durch

Uberpriifung eines Loses soll festgestellt werden, ob die Maschine
justiert werden muBl oder nicht. Dabei soll die Wahrscheinlichkeit
einer unndtigen Unterbrechung der Produktion nicht nmehr als

0,17 % betragen,
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1.2. Hypothesen idber Anteile; Binomialverteilung

Zur Darstellung der grundlegenden Vorgangsweise bei derartigen
Problemen werden wir den Fall von Beispiel 1 niher untersuchen.
Die allgemeine Situation im Zusammenhang mit Anteilen eines
Merkmals (etwa: Welche Partei wdhlt ein Blirger) in einer Grundge-
samtheit 1l&B8t sich durch zufdlliges Ziehen von Kugeln verschiedener
Farbe aus einer Urne beschreiben. Da bei den iiblicherweise in
Frage kommenden Problemen die Grundgesamtheiten sehr gro8 sind,
besteht zwischen dem Ziehen einer Stichprobe (Ziehen von n Kugeln
ohne Zuriicklegen) und dem Ziehen mit Zuriicklegen kein wesentlicher
Unterschied. Da die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir letztere
Ziehungsart einfacher sind, wollen wir annehmen, daB wir zufidllig
Kugeln aus der Urne mit Zuricklegen ziehen und aus den erhaltenen
Farben Schlisse auf die Anteile der Farben unter allen Kugeln

zeihen wollerr.

Anmerkung. Ist die Grundgesamtheit "klein" und nicht um Gr&éBen-
ordnungen gréBer als der Umfang einer Stichprobe, so muB8 man zur
Behandlung des gestellten Problems beim Ziehen von Stichproben
als Teilmengen der Grundgesamtheit (Ziehen ohne Zuriicklegen) die
hypergeometrische Verteilung verwenden statt der hier betrachteten
Binomialverteilung. Natiirlich 148t sich die im Folgenden darge-
stellte Methode auch bei kleinen Grundgesamtheiten verwenden. Die
prinzipieélle Vorgangsweise ist jeweils dieselbe, der Test-Versuch

ist jedoch verschieden.

Uber die zu testende Urne treffen wir aufgrund bestimmter Vorin-
formationen die Annahme, daB der Anteil der weiBen Kugeln 30 % ist.
Diese Hypothese soll durch 100-maliges zuf#illiges Ziehen einer
Kugel (mit Zuriicklegen) getestet werden. Dabei zihlen wir, wie oft
eine weiBe Kugel gezogen wird. GefithlsmiBig sollten dabei er-
haltene Anzahlen "nahe bei 30" die Hypothese stiitzen, solche

"weit von 30" sie schwidchen. Um dies zu prizisieren, stellen wir
ein Gedankenexperiment an, indem wir alle denkbaren Ergebnisse
solcher zufdlliger Ziehungen von 100 Kugeln betrachten. Das n~
malige Ziehen einer Kugel ist ein Zufallsexperiment, bei dem die
Anzahl der weiBen Kugeln die interessierende Zufallsgrifie X ist:
jedem Ausgang des Versuchs entspricht ein Wert k dieser zufalls-

gréBe. Fir diese Werte gilt offenbar 04k £100. Das zufdllige
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Ziehen der 100 Kugeln mit Zurilicklegen bedeutet insbesondere, das
die einzelnen Ziehungen voneinander unabhidngig sind. Wenn daher
der Anteil der weiBen Kugeln in der Urne gleich p, 04 p£1, ist,
so ist die Verteilung der ZufallsgrdBe X eine Binomialverteilung
u.zw. B(100,p): ’

P(X=k)=(1go)pk(1-p) 100-k L% £100

Mit P wird im folgenden stets die (aus dem Kontext festgelegte)

Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Bei gegebener Verteilung der Grundgesamtheit (Kugeln in der Urne;

bestimmt durch p) kann man also die Verteilung der "TestgrdBe X"=

Anzahl der weiBen Kugeln bei 100 zuf&lligen Ziehungen mit Zurick-
legen ermitteln. Wir weisen darauf hin, da8 dieser Zusammenhang
ganz wesentlich die Zufdlligkeit bzw. Unabhdngigkeit der Ziehungen

zur Voraussetzung hat,.

Man kann X auch so interpretieren. Ist Xi’ i=1,..., 100, die
ZufallsgréBe mit xi=1, wenn die i-te Kugel weiB ist, und Xi=0,
wenn die i=te Kugel nicht weifi ist, so ist x=x1+x2+....+x100. Die
xi sind dabei unab?ﬁngi?e ZufallsgrdBen mit B(1,p) als Verteilung.
Die ZufallsgrdéBe TEEX=T66(X1+"'+X100) ist dann der relative An-~
teil von "weiB" unter den 100 Ziehungen.

Unsere getroffene Annahme bedeutet nun: X ist nach B (1007 0,3)
verteilt. Nun fihren wir den Test-Versuch konkret durch und er-
halten einen Wert X, fir X, (Oé:&yé100). Hier erscheint nun
folgende Uberlequng verniinftig: Ist der Wert Xq unter der Ver-
teilung von X sehr unwahrscheinlich, so ist dies ein Argument
gegen unsere Annahme. Noch stirker wird dieses Argument, wenn
sogar die Wahrscheinlichkeit o dafiir, da8 X Werte annimmt, die
so weit wie X, oder noch weiter von 30 entfernt sind, klein ist.
Dabei ist ja 30 der Erwartungswert von X. Was dabei "klein"
heiBen soll, hdngt von der Fragestellung und der "Bedeutung" der
Urne ab, d.h. welche Realsituation durch die Urne modelliert wird
Meist ist o =0,05 oder 0,01 oder auch 0,1. Als Formel 138t sich

das Argument gegen die Hypothese "Anteil der weifen Kugeln ist

30 " somit schreiben als
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_ 100 k 100-k o
P(]x-3012 |x_-30)= E () 0,3° 0,7 £ o0

[k-30] = I x_-30]

Gleichwertig damit ist, dafB der Wert xo von X beim durchgefihrten
versuch auBerhalb des symmetrischen Intervalls um 30 liegt, in

das X mit Wahrscheinlichkeit 1~ fillt (wenn die Annahme stimmt) :

xoff A= {k [ 1x=-301< r } ,» wobel rkleinstmdglich gewihlt ist,

sodal (PX:Wahrscheinlichkeit unter der Verteilung von X):
P (A)=B( [X-304 r) > 1-C

Ist dagegen xoé-A, so ist (bei der hier festgelegten Ubereinkunft)
das Ergebnis des Versuchs kein Argqument gegen die Hypothese. Ein
Argument gegen die Hypothese ergibt sich, wenn ’xo~30L> r ist.

Es gilt ferner:
P(|x-30] >r) € oC[bzw. P(X< 30-rv X >30+r) £ ol ]

Graphisch 148t sich das wie folgt veranschaulichen, wobei wir
verwenden, daB8 B (100; 0,3) schon weitgehend eine symmetrische

Verteilung ist:

4 $ $

30-r 30 30+r
Y ‘\‘_ﬂﬂ————*——”"““\f—--%ﬁ_uﬁ_w___,/uﬂw___\v’_____ﬂ’
100. /2% (1-0L) .100% der Werte 100.£/2%
der Werte von X von X, wenn p=0,3 ist der Werte von x

Darauf beruht nun eine sogenannte Entscheidungsregel: Ergibt der

vVersuch ein derartiges Argument gegen die Annahme, so wird sie
verworfen und man setzt Aktivititen, als ob die Annahme falsch
wdre (sie konnte ja auch noch immer stimmen!). Andernfalls ver-
hdlt man sich so, als ob die Annahme zutrife (sie kdnnte ja auch
trotzdem falsch sein). Die im ersten Fall gezogenen Konsequenzen
hdngen ersichtlich von der jeweiligen konkreten Situation ab
(Zuriickweisung der Lieferung, Uberpriifung der Politik usf.). Man
nennt in diesem Zusammenhang das Intervall A auch den Annahme-

bereich und {k{fk~30l>>r) den 2Ablehnuncoshereich.
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In der Beschreibung der Entscheidungsregel sind schon Fehler-
bzw. Irrtumsm8glichkeiten angedeutet. Man kdnnte die Annahme ver-

werfen, obwohl sie zutrifft. Dies nennt man den Fehler 1. Art.

Die Wahrscheinlichkeit dafir ist gerade die Wahrscheinlichkeit fir
ein "Gegenargument", wenn die Annahme zutrifft, d.h. X nach

B(100; 0,3) verteilt ist, und diese ist wiederum gleich ol . Die
andere Irrtumsmdglichkeit ist, daB wir die Annahme nicht

verwerfen, obwohl sie falsch ist: Fehler 2. Art. Die Wahrschein-

lichkeit dafiir hdngt von dem tatsdchlichen relativen Anteil der
weilen Kugeln in der Urne ab. Ist dieser etwa 100p%, so ist die
Testgr&éBe X "in Wahrheit" nach B(100,p) verteilt. Die Wahrschein-
lichkeit filir einen Fehler 2. Art ist dann die Wahrscheinlichkeit
unter B(100, p) dafir, daB X in den Annahmebereich f&dllt. Somit

kann man zusammenfassend kurz sagen:

P(Fehler 1. Art)=P(Ablehnungsbereich) unter der getroffenen
Hypothese

P(Fehler 2. Art)=P(Annahmebereich) unter der tatsdchlichen Ver-
teilung von X

Dabei wird der Annahmebereich so konstruiert, daB P(Fehler 1.
Art) hochstens gleich o ist, wogegen P(Fehler 2. Art) offen-
sichtlich von der unbekannten Verteilung in der Grundgesamtheit
abhdngt. Betrachtet man den Parameter p der Grundgesamtheit (den
Anteil der weiBen Kugeln) als variabel in 04p<£ 1, so ergibt sicp
bei festgehaltenem Annahmebereich (d.h. bei festgelegter Ent~
scheidungsregel) eine Funktion prﬂ>Pp(Fehler 2. Art), die man die

Operationscharakteristik zur gegebenen Entscheidungsregel nennt.

Wir werden diesen Zusammenhang an einem Beispiel illustrijeren.

Wir betonen, da8 mit den bisher durchgefiihrten Uberlegungen die
wesentlichen Schritte der meisten Testverfahren dem Prinzip nach
dargelegt wurden. Unterschiede im Detail, in der technischen
Durchfihrung entstehen durch verschiedene Testgr&é8en, unter-
schiedliche Verteilungen, Formulierung der Hypothese, Festlegung
des Annahmebereiches u.a. Vor allem fiir die Festlequng der Ent-
scheidungsregel (und damit der Wahrscheinlichkeiten fiir dan

Fehler 1. und 2. Art) ist die jeweilige Praxissituation aus-
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schlaggebend. Es muB abgewogen werden, welches der beiden Risiken
fir einen Fehler 1. oder 2. Art eher vertretbar ist, und welches
AusmaB tolerierbar ist. Wir kommen in den Beispielen darauf

zurick.

Beispiel. In einer Urne befinden sich 12 Kugeln und man wei8,
daB mindestens zwei davon schwarz und die restlichen weiB sind.

Die zu testende Hypothese H, (man spricht auch von Nullhypothese)

lautet: Es sind genau zweil schwarze Kugeln in der Urne. Ler Test soll
durch n-faches Ziehen mit Zuriicklegen durchgefiihrt werden. Die '
Wahrscheinlichkeit p (der relative Anteil) fiir "schwarz" kann

folgende Werte annehmen: T%} T%’ ..... ' %%, 1; dies sei die

Menge W. Die Nullhypothese lautet somit:

=y = 1
Hy:P=P,= 3

und die sogenannte Gegenhypothese H1

H1:p & W- {%3 bzw. p > Po-

Die TestgroBe X="Anzahl der schwarzen Kugeln bei n Ziehungen" ist
dann B(n,p) verteilt, wobei p € W unbekannt ist. Unter Ho ist X
nach B(n, %) verteilt. Durch H1:p>»pO liegt hier schon ein Unter-
schied zur oben durchgefiihrten Uberlegung vor, wo H1 als

H1:p#0,3 zu formulieren gewesen wdre. Das hat natiirlich auch
EinfluB auf die Entscheidungsrecgel: Der Annahmebereich wird solche
Werte x von X umfassen, die nicht "allzu viel gréBer" als %% sind;
% ist dabei der Erwartungswert von X bei Gliltigkeit von Ho. Man

wird also ein kt;{ 0,1,...,ﬁ§festlegen und damit als Entscheidungs-
regel E, formulieren (x ist der Wert von X beim Test):
fir x > k H_ ablehnen
Ex 1 fur x< k H, nicht ablehnen.

Bei der Entscheidungsregel Ek ist die Wahrscheinlichkeit oCk

fir den Fehler 1. Art gegeben durch

n
- - n,  1.1i,5 n-1i
oCk‘ P(X>k| H) i=2k+1 (1) () ()

Die Wahrscheinlichkeit /@k fir den Fehler 2. Art hidngt von der
tatsdchlichen Verteilung, d.h. vom Wert p & W ab:
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k

A p=ex£xlp = = (Mpta-p™t

i=0
Fiir jede Entscheidungsregel Ek erhalten wir damit eine Operations-
charakteristik: o Fﬁﬁ4k(p), die zundchst eine Funktion auf W ist,
aber natiirlich ohne weiteres als Funktion auf [(0,1] aufgefaBt
werden kann. Fir k=2,3,4 sind in Figur 1 die Graphen von /Gk(p)
eingetragen. -Die Punkte auf den Graphen markieren die Funktions-
werte fiilr p € W. Aus der Operationscharakteristik /Gk ist auch
aCk zu entnehmen:

ol =1-/8 (2).
A (@)
y L

TN

(4]

O S U U,

Figur 1

Die Operationscharakteristik ist nun eine gqute Hilfe bei der
Festlegung der Entscheidungsregel, d.h. des k fiir E . In der Regel
wird eine obere Schranke of fiir das Risiko 1. Art=P(Fehler 1. Art)
vorgegeben, die man auch als Signifikanzniveau oder kurz Niveau
des Tests bezeichnet. Es muB also « 4-aC sein, sodaB nur solche

k in Frage kommen, wo auf dem Graphen von /G Funktionswerte
(Punkte) mit /gk(g):> 1-o¢ existieren, Fiir &£ =0,05 ist dies

nur fiir k24 der Fall, filr of =0,1 fir kX >3. Da mit zunehmendem k




der Annahmebereich gr&8er wird, und damit auch //-zk (p) fir jedes
p wichst, nimmt man jedenfalls das kleinste k mit den erforder-
lichen Eigenschaften, also mit /Gk(%)z 1-oC . So widhlt man bei

AL =0,17 k=3 und aus den Operationscharakteristiken ist zu ersehen:
/33(p)<f/34(p) fiir alle p€ W. Man entnimmt Figur 1 auch etwa
/33(%7)=O,56, d.h. sind tatsdchlich 4 schwarze Kugeln in der Urne,
so ist bei der Entscheidungsregel E3 die Wahrscheinlichkeit, HO
nicht abzulehnen, gleich 0,56. Aus den Operationscharakteristiken
ist auch noch ersichtlich, daB eine Verkleinerung der Wahrschein-
lichkeit des Fehlers 1. Art eine VergrdBerung der Wahrscheinlich-

keit fiir den Fehler 2. Art nach sich zieht und umgekehrt.

Den zuletzt erwdhnten Zusammenhang zwischen den Fehlern 1. und
2. Art wollen-wir in einem ganz einfachen Beispiel noch genauer

untersuchen.

Beispiel. Wir gehen davon aus, daB die Wahrscheinlichkeit fir
1

"Schwarz" beim Ziehen von Kugeln aus einer Urne entweder 1 oder 5

6
betrdgt und formulieren als Null- und Gegenhypothese:

1
Ho. pP=g
H.: :.l
17 P73
Als TestgroBe X wdahlen wir die Anzahl der schwarzen Kugeln bei n
unabhédngigen Ziehungen (mit Zuricklegen). Unter Ho (wenn Ho gilt)
ist X somit nach B{(n, %) und unter H1 nach B(n, %) verteilt. Es
sind wieder verschiedene Entscheidungsregeln Ek denkbar (x ist

der Wert von X beim Test).

fir x > K Ho ablehnen
_ H_nicht ablehnen
Ek = (o]
fir x £ k

(H1 annehmen)

Man nennt dieses k auch den kritischen Wert. Die Wahrscheinlich-
keiten oCk und ’/Sk sind dann

n
L= S px>klny)
i=k+1

und




Sroe Z M hHH el x| oy

k
i=0

Figur 2 zeigt diese Werte graphisch fir n=10 und k=2,

B 10,7,k
) 1 6 7 ] 9 10 K
B 110, k) !
|
|
| |
|
(>
_m '
0 ) 2, 3 . s 6 7 s 9 10 Ko

Figur 2

Um den Zusammenhang zwischen tfk und /-'5k deutlicher zu machen,
zeichnen wir die Paare (cik,’/sk), k=0,1,2,...,n, fir verschiedene
n (Anzahl der Ziehungen) in ein ‘1,/4 -Koordinatensystem (Figur 3)
und verbinden die - entsprechenden Punkte zu einem Polygonzug. Der
Wert k=-1 wird der Vollstiindigkeit halber hinzugenommen (Ho wird
immer abgelehnt).




Figur 3

Man sieht, wie durch die Wahl von k (bei festem n) aCk und //Zk
variieren: was man bei dem einen gewinnt, verliert man beim
anderen. Will man die Wahrscheinlichkeiten fir beide Fehler ver-

kleinern, so gelingt dies nur durch Erhdhung des Stichprobenum-
fanges n.

Anhand des letzten Beispiels sollen auch Méglichkeiten zur Fest-
lequng einer Entscheidungsregel skizziert werden. Bei gegebener
Schranke &£ fiir Ofk sucht man einfach das kleinste k mit o(ké o,
was gleichzeitig eine Minimierung der Wahrscheinlichkeit /ﬁk eines
Fehlers 2. Art ergibt. In vielen Fillen hat man irgendeine Art von
Kosten, die durch einen Fehler 1. Art oder 2. Art verursacht
werden, es seien dies die Betrige S1 und 82. Das kdnnen etwa

die Kosten einer Neujustierung einer Maschine sein, der Verlust
durch- Ablehung einer Sendung, Verlust durch schlechte Ware u.a.

Dann sind S1c£k und s2/Gk die Erwartungswerte des Verlusts, der
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entstehenden Unkosten bei einem Fehler 1. bzw. 2. Art. Man wdhlt
dann das k fiur die Entscheidungsregel Ek so, daB der gr8Bere der
beiden Werte von S, o, und 52/3k (dieser hingt von k ab) minimal
ist. In der im Beispiel modellhaft dargestellten Situation einer
sogenannten einfachen Hypothese Ho:p=p0 und einer einfachen Gegen-
hypothese Hy:p=p, hat man oft eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

fdr das Vorliegen von HO bzw. H die man etwa aus einer lidngeren

1’
Erfahrung mit diesem Test oder durch theoretische Uberlegungen
gewinnt. Es sei R& die (subjektive) Wahrscheinlichkeit fir Hi'
i=1,2. Dann wird man k so wdhlen, daB das Gesamtrisiko

371S1otk+ Ast/Gk (das gewichtete Mittel der beiden Risiken

§,0¢, und Sz/ék) minimal wird (Bayes-Prinzip).

I.3. Approximation durch Normalverteilunag

-Bei den bisher beschriebenen Tests war die Testgr&fe binomial-
verteilt nach B(n,p): Anzahl der "Erfolge" (etwa: weiBe Kugel)

bei n-facher unabhdngiger Wiederholung des Versuchs, FiUr das
praktische Arbeiten ist dié Binomialverteilung schlecht geeignet.
In vielen Fédllen wird die Approximation durch die Normalverteilung

ausreichend gut sein (in der Regel, sobald die Laplace-Bedingung
np(1-p) > 9 erfiillt ist). Wir wiederholen dazu, éaB der Erwartungs-
wert von B(n,p) gleich np (flir die Anzahl), gleich p (fiir die
relativen H¥ufigkeiten) und die Varianz gleich np(1-p) bzw.

EL%ZE) ist. Somit wird unter den entsprechenden Bedingungen Bf,p)*
durch die Normalverteilungen N(np, np(1-p)) bzw. N{(p, EL%ZEL)
angendhert (Satz von Moivre-Laplace). Ist X die Anzahl der Erfolge,
so ist demnach die standardisierte ZufallsgréBe Xonp ange-

\inpﬁ-p)

ndhert nach N(0,1) verteilt und daher gilt unter der Annahme, da8
p der "wahre" Anteil ist:

Pp(a (XDR__ & by ¢(b)-¢(a) ’

an(1'P)
wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
Analog ist dies fiir 1x die relative Hdufigkeit zu formulieren.

Etwas anders ausgedruckt mit 0= \!RL——EL und fiir z >0 ergibt sich:

P (p-z640 X £przom ) flz)-g(-2) .
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Wir wollen diese Ndherung fiir das Testproblem fUr eine Hypothese
iiber einen unbekannten relativen Anteil (etwa: weiBe Kugeln in
einer Urne) verwenden. Ist etwa Ho:p=pO gegen H1:p¥po zu testen
und ist ein Signifikanzniveau « vorgegeben, so ermittelt man z
(aus der entsprechenden Tabelle) derart, daB ¢(z)=1-€€ Dann ist
der Annahmebereich fir die relative H&ufigkeit % X gegeben durch

das Intervall

.Jp (1-p )" .‘/p (1-p )
(o] (o) (o] (o)
[po'z — n ’ PO*’Z "_n_—]

in das lx (n~fache Wiederholung des Versuchs) mit der Wahrschein-
llchkelt 1-«L fHllt, wenn Ho gilt; ist der Wert von —X auBerhalb
dieses Intervalls, so wird HO abgelehnt, sodaB &= P(Fehler 1. Art)
ist.

Etwas anders ist das ndchste

Beispiel. Ein Unternehmen bezieht einen Massenartikel bei einem
bestimmten Produzenten und erfahrungsgemi8 ist die AusschuBquote
gleich 5%. Ein Konkurrenzangebot filr denselben Artikel behauptet,
eine . Ausschu8quote unter 5% zu haben. Es wird nun vom Unternehmer
die Hypothese Ho:p2=0,05 fir das Konkurrenzangebot aqegen die
Gegenhypothese H1:pa<o,05 durch zufdllige und unabhdngige Auswahl
von 400 Stidck aus einer Lieferung aus dem Konkurrenzangebot
getestet. Darunter waren 9 AusschuBstiicke. Unter Ho ist die wWahr-
scheinlichkeit fiir AusschuB mindes;ens 0,05 und daher sind "im fur Hy
schlechtesten Fall" X=Anzahl der AusschuBstiicke bzw. ihre relative
Haufigkeit E%EK nach B(400; 0,05) verteilt. Ist die Gesamtlieferung
groB gegeniiber 400, so ist es ohne wesentlichen EinfluB8, ob mit
oder ohne Zuricklegen gezogen wird. Nun werden nur "sehr kleine"
Werte von X bzw. K%ﬁx zur Ablehnung von HO fiihren, was als Ent-
scheidungsregel ergibt (xo Wert von X beim Test):

0,05.0,95"

Ist 200

Ox £0,05~2 = ¢, so wird H_ abgelehnt.

40
Die Bestimmung von 2z erfolgt entsprechend der Festlegung eines
Signifikanzniveaus o{ als obere Schranke fiir P(Fehler 1. Art)
iber die Beziehung f(z)=1- o« bzw. ftz)= « . Denn ein Fehler
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1 0,05.0,95 :
1. Art entsteht genau dann, wenn 700% £ 0,05-z "4“3664““ gilt,

obwohl p> 0,05 ist. Fir o{=0,01 ist nach der Tabelle z=2,33 und
somit co=0,0246. In unserer Stichprobe ist x0=9, 33%=0’0225' sodasB
Ho abgelehnt wird, was zur Konsequenz hat, das Konkurrenzangebot
anzunehmen. Dabei ist die Irrtumswahrscheinlichkeit, also die
Wahrscheinlichkeit Ho abzulehnen, obwohl HO zutrifft, hochstens
gleich of=0,01.

I.4. Das allgemeine Schema

An dieser Stelle wollen wir versuchen, das allgemeine Schema der

Vorgangsweise herauszuarbeiten, die beim Testen einer Hypothese

HO iiber einen Parameter der (unbekannten) Verteilung einer Zufalls-
gréBe Y (eines Merkmals in einer Grundgesamtheit) gegen die
Alternativ- oder Gegenhypothese H1 eingesetzt wird. Cabei nimmt

" man von vornherein an oder weiBl dies aus der Erfahrung oder der
Theorie, daB die Verteilung von Y von einem bestimmten Typ ist
(etwa B(1,p) oder eine Normalverteilung). Der Test besteht in der
Durchfilhrung eines Zufallsversuchs (Ziehen einer Stichprobe,
Ziehen von Elementen mit Zuricklegen). Aus dem Zufallsversuch bzw.
seinen n-fachen Wiederholungen gewinnt man eine neue Zufalls-
grdBe X, die sogenannte Testgr®Be, deren Verteilung unter Ho bzw.
unter anderen Annahmen {iber die Verteilung von Y aus dieser und
der Art des Zufallsversuches bestimmbar ist. Insbesondere gilt
fir die Erwartungswerte E(X)=E(Y). Bei jeder Durchfilhrung des
Tests ergibt sich ein bestimmter Wert x von X. Wenn der erhaltene
Wert unter der Hypothese Ho "sehr unwahrscheinlich" ist, wird

Ho abgelehnt, d.h. eine Aktion gesetzt, als ob H1 zutrdfe. Das
"sehr unwahrscheinlich" dieser Entscheidungsregel wird dadurch
konkretisiert, daB8 man Werte als sehr unwahrscheinlich auffaBt,
die "weit genug" vom Erwartungswert von X (unter der Hypothese

Ho) entfernt sind. Das "weit genug" schlieBlich wird dadurch fest-
gelegt, daB die Menge der x, die zur Ablehnung von Ho fiihren

(der Ablehnungsbereich) unter der Verteilung von X hdchstens

eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit o« hat (Signifikanzniveau).

Dieser Ablehnungsbereich hat je nach der Formulierung von Ho und
H, somit die Form {x! I x=E(X)| > r} oder {xlx—E(x) > r} oder
{ x| E(X)-x >.r} . Man spricht im ersten Fall von einem zwei-

seitigen Test, andernfalls von einem einseitigen Test.
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I.5. Test des Mittelwertes (Normalverteilung)

Bisher waren die Verteilungen (von Y und X) immer Binomialver-
teilungen (die zwar meist fiir X durch eine Normalverteilung
approximiert werden kdnnen). Im ndchsten Beispiel wird Y eine
Normalverteilung besitzen, wie dies (angendhert) fir viele GrdBen
zutrifft (Linge, Stdrke von Werksticken, FﬁllhEngen, physikalische
MeBgr&Ben als Ergebnis von unabhdngigen Messungen). Fiir die Kon-
struktion von Tests fiir Hypothesen {iber den Erwartungswert von Y

bendtigen wir den folgenden Satz:

Satz. Sind X1, xz, ..., X_ n unabhdngige nach N(u,O%J verteilte

X, *...+ X)) nach N{u, ") verteilt.
n

zufallsgréBen, so ist X=

Anschaulich interpretiert ist das folgender Sachverhalt. Man hat
eine in der Grundgesamtheit normalverteilte Gr&Be Y mit Erwartungs-
wert pu und Varianz o~?. Man zieht eine zufdllige Stichprobe vom
Umfang n und erhdlt die Werte Xqv Xor ceeyr X und damit den
(arithmetischen) Mittelwert §=%(x1+x2+...+xn). Denkt man sich alle
méglichen zufdlligen Stichproben gezogen, so ist X auffaBbar als

der Wert einer Zufallsgr&Be X die man den Stichprobenmittelwert

nennt. Offenbar ist §=%(x1+...+xn), wo Xi wie Y verteilt ist und
der i-ten Messung bei der Stichprobe entspricht. Dann sagt der
Satz, daB der Erwartungswert des Stichprobenmittelwerts gleich

: ist,o-?=vV(Y). Damit ist der
Stichprobenmittelwert bestens geeignet als TestgrdB8e fir Hypo-

u=E(Y) und seine Varianz gleich
thesen iber den Erwartungswert von Y.

Anmerkung. Die Aussage des Satzes Uber die Verteilung von X gilt
(angendhert) auch dann, wenn die xi nicht normalverteilt sind,
aber wenigstens dieselbe Varianz haben und n groB ist (also bei
oftmaliger Wiederholung des Versuchs, bei groBen Stichproben).
Der frither erwdhnte Satz von Moivre- Laplace ist ein Spezialfall,
wenn man bedenkt, daB die relative Hiufigkeit als Stichproben-

mittelwert aufgefaBt werden kann.

Beispiel. Die Fiillmenge einer Flaschenabfiillanlage muB8 mindestens
1000 cm’® betragen. Anhand der Inhalte von 50 zufdllig ausge-
widhlten Flaschen soll entschieden werden, ob die Anlage neu

eingestellt werden soll. Dabei weiB man aus der Erfahrung, daB
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der Flascheninhalt jedenfalls eine Normalverteilung N(p, 25) hat.
Als Nullhypothese wird Ho:u £ 1000 gewidhlt und als Gegenhypothese
H1:u > 1000. wird Hoan@ﬂnmmm, so soll neu eingestellt werden.
Als Signifikanzniveau wird < =0,05 vorgegeben, d.h. o« ist die
maximale Wahrscheinlichkeit dafilr, daB eine n8tige Neueinstellung
nicht vorgenommen wird.

Die Testgr&Be ist nach den angestellten Uberlegungen der Stich-
_ 50
probenmittelwert X=§% = Xi, WO xi die 2ufallsgrdBe "Inhalt

der i-ten ausgewdhlten i=1

Flasche" ist; jedes Xi ist nach

N(pn,25) verteilt, wenn u der "wahre" Erwartungswert der Fillmenge
ist. Filr p=1000 ist somit X nach N(1000, 1/2 ) verteilt. Zur
Ablehnung von Ho werden "sehr groBe" Werte x von X fithren. Zur
Konstruktion .des Ablehungsbereiches nimmt man p=1000 an, weil
derselbe Wert X von X fir ein u <1000 noch eher zur Ablehnung
fihrt als fir pu=1000. Nun ist aber <& eine obere Schranke fir

die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art, sodaB der Ablehnungs-

bereich zu ermitteln ist aus:

P1000(X-E(X)>£ )= of oder P1000 (X >k)= £

wO P1000 die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme, daB8 p=1000
gilt, bedeutet. Das k geniligt somit der Beziehung

X-1000 , k—-1000
( £ ) =0 (
1000° 4 72 117

Das ergibt mittels der Tabelle fiir #:

(X £ x) =P

P00 VZ(k=1000))=1-eL=0,95
Y2(x-1000) =1, 645

und damit als kritischen Wert k=1001,16. Der Ablehnungsbereich
ist somit '{§w X > 1001,16} und ist aus Figur 4 zu entnehmen:
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u=1000 o~*=1/2

Q571

[. & 0.05

1000 k = 100116

057 1

Figur 4

In dieser Figur wird auch die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 2. Art bei einem tatsidchlichen Erwartung;wert u1=1001 ge-
zeigt. Als Operationscharakteristik dieses Tests erhdlt man die
in Figur 5 gezeigte Kurve. Dabei ist ‘/g(u)=Pu(§ < 1001,16) =
j!(“[?(1001,16-un die Wahrscheinlichkeit des Annahmebereichs,

wenn p der Erwartungswert der Fiillmenge ist.

0.12 \
K

<98 999 000 1001 002 1003 1004

Figur 5
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Beispiel. In der gituation des letzten Beispiels soll nun die
Hypothese Ho:u=1000 gegen die Alternativhypothese H1:u#1000 ge-
testet werden (zweiseitiger Test). Beim Signifikanzniveau oC ist

dafilr der Ablehnungsbereich bestimmt durch:

%= £
pmoo(lx 1000 | > k) £ £,

wo X wieder das Stichprobenmittel der Inhalte von 50 zufdllig
gewdhlten Flaschen ist. Daraus ergibt sich als Bedingung fir k,
weil ¥ nach N(1000, 1/2 ) und damit V2(X-1000) nach N(0,1) ver-

teilt ist: X-1000 X-1000
P.ong (2 -k [y vk V2) =
1000 1/,{5‘\ 1/_v-2—
gi-x V2)+ (1-g(x V2))= £
oder 201-kY2) = &

ﬂ(-kﬁ)=°¢/2,-k'\/?=1,96

Fiir &£ =0,05 ist dann k=1,386 (nach Tabelle). Somit wird Ho ver-~
worfen, wenn |X-1000]> 1,386 ist fiir den Mittelwert x der Stich-
probe von 50 Flaschen. In Figur 6 ist wieder die Operations-
charakteristik dieses Tests dargestellt, wobei

 Atw=p, (| X-1000} £ 1,386) und speziell /3(1000)=1-

die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art ist, wenn u der

"wahre" Erwartungswert der Fiillmenge ist.

/3(1:)

'
+-as095

0.5 4

0.0

= - , . : m
596 057 997¢ 938 699 1000 o o2 w03 0%

Figur 6
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1.6. Test des Mittelwerts, t-Verteilung

Ergidnzung. In den beiden letzten Beispielen hatten wir angenommen,
daB die Varianz des untersuchten Merkmals "Fillmenge" bekannt ist.
Ist dies nicht der Fall, so kann man entweder zundchst einen
Schitzwert fiir die vVarianz ermitteln (die empirische Varianz der
Stichprobe) und dann so verfahren wie oben. Diese Vorgangsweise
erh8ht natiirlich betridchtlich die Unsicherheit des Tests. Besser
ist es, die folgende Testgr8Be W zu wdhlen, wo X der Stichproben-
mittelwert und X, die ZufallsgrdBen der Werte der einzelnen
Messurigen bei eine€r zufdlligen Stichprobe vom Umfang n sind (die

X, seien wieder identisch normalverteilt):

i
__Vn(R-E(X) _ X-p
n
- > x,-e@n /2 s/
i=1

Die Verteilung von W kann theoretisch ermittelt werden und ist

eine t-Verteilung mit (n-1) Freiheitsgraden (auch: Student-Ver-

teilung). Fir einige Werte der Anzahl der Freiheitsgrade zeigt
Figur 7 die Dichtefunktionen der t-Verteilungen und zum Vergleich
auch die der N(0,1)-Verteilung, gegen die flr n-—>o00 die t-Ver-

teilungen konvergieren.
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Bei der Ermittlung des Ablehnungsbereiches geht man nun voll-
kommen analog vor wie oben, es wird nur die Normalverteilung
durch die entsprechende t-Verteilung ersetzt, deren g-Quantile
tn g tabelliert sind. Ein symmetrischer Annahmebereich ist etwa

L

bestimmbar aus:

pu0< [wl>K)=o0& k=t i 1-«/2

wobei uo=E(§) ist unter der Hypothese Ho:u=uo. Anders ausagedriickt
ergeben sich fiir die Annahmebereiche bei ein- und zweiseitiagen

Tests die Bedingungen:

Ly = =
P, (omks/NTWEXE uorks/ V) =k &y k=t |\ >

Py, B> wotks/ VR ot € kot g

P, (X<po-ks/Vn) =Lk &> K=t 1, 1mge

wobei s wie oben ist:
n

=l = (xi-uo)’)”z

1
n-1 i=1
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II. Verteilungs- oder Anpassungstests

Im vorhergehenden Abschnitt wurden Testverfahren entwickelt,

mit denen Hypothesen lber die Parameter (Mittelwert, relativer
Anteil, Standardabweichung) einer unbekannten Verteilung einer
Zufallsgrofe gepriift werden konnten. Dabei wird meist vorausge-
setzt, daB man zumindest den Typ (Normalverteilung, Binomial-
verteilung usf.) der unbekannten Verteilung kennt. Daraus ergibt
sich die flr die Begrilindung und legitime Anwendung des Tests
erforderliche Kenntnis der Stichprobenverteilung des jeweiligen
Parameters (unter der Annahme einer zufdlligen Stichprobenauswahl).
In diesem Abschnitt werden Tests zur ﬁberprﬁfung von Hypothesen
tiber Wahrscheinlichkeitsverteilungen "im Ganzen" vorgestellt.

Solche Tests.heiflen Verteilungs- oder Anpassungstests und werden

etwa dann verwendet, wenn iliberprift werden soll, ob zwei Zufalls-
grofien (mit denselben Werten) signifikant verschiedene Verteilungen
haben oder nicht. Wir beschrdnken uns hier auf das Wesentliche;
wieder gibt es eine Vielzahl von Tests, die in den einschldgigen

Handblichern beschrieben werden, sh. Literaturliste.

Beispiel. Um zu iberpriifen, ob ein Wiirfel fair ist, wird 60 mal
gewlirfelt und dabei ergeben sich folgende absolute Hiufig-

keiten H; fir die Augenzahl i (i=1l,..., 6)

i

l
H11

Ist dieses Ergebnis mit der Hypothese "fairer Wiirfel" vertrdg-

1 2 . 3 4 5 6
7 8 13 8 9 15

lich, fir den ja die Wahrscheinlichkeit fiir alle i gleich 1/6
ist? Die theoretisch zu erwartenden absoluten Hiufigkeiten

fir den fairen Wirfel wiren dann jeweils 10.

Um eine Hypothese dieser Art testen zu kdnnen, muB man sich
eine Testgrdfe als Funktion von Zufallsstichproben verschaffen,
fir die man durch theoretische Uberlequngen die Verteilung

in der Grundgesamtheit aller Zufallsstichproben (im Beispiel
sind das die wﬁffelserien der Lidnge 10) bestimmen kann. Sind

allgemein nun py, P2s..., pm die hypothetisch angenommenen




Wahrscheinlichkeiten flr die Werte einer (diskreten) Zufallsgrdfe
X und ist n der Stichprobenumfang (man fihrt n unabhdngige
Realisierungen von X durch), so sind npj, i=l,..., m die zu
erwartenden Haufigkeiten filir das Auftreten der einzelnen Werte
von X. In einer konkreten Testserie werden nun die H3ufigkeiten
nj, i=1,..., m, fir die Werte von X beobachtet. Man bildet

dann folgende Testgroflie X’ (chi-Quadrat).

Xz = j%- (nj~-npj)?
i=1

npj

In sie gehen die Quadrate der Abweichuhgen nj-npj der tatsdchlich
beobachteten von den hypothetischen Werten ein, die noch bezogen

werden auf die letzteren. Dann gilt (ohne Beweis):

Satz. Hat eine diskrete Zufallsgrdde X eine Verteilung mit
Wahrscheinlichkeiten Py fir die Werte i=1,...,m und werden

in einer Stichprobe vom Umfang n die Héufigkeiten nj; beobachtet,
so hat fir groBe n die Zufallsvariable :X' (definiert auf den

Zufallsstichproben des Umfangs n) mit
i=1 npj

angendhert eine X *-Verteilung mit m-1 Freiheitsgraden (m-
Anzahl der verschiedenen Werte von X).

Ergdnzung. Die ‘X’-Verteilung mit r Freiheitsgraden ist definiert
als die Verteilung der Zufallsgréfie Y mit

Y = XP+x?+. .42
1 2 r

wo die X4 unabhdngige Zufallsgrdfen sind, die alle standard-

normalverteilt sind. Die Figur 8 zeigt die Dichtefunktion der

Xf’—Verteilung flir einige Werte von r.
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n = 2 Freiheitagrace

T I Ty ™M T TV ryrrvroror—*" 1

10 20 30

n = 3 Freiheitsgeade

n = § Freiheftsgrade

n = § Freiheitagrade
0.0 n = 15 Freiheitagrade

n = 23 Frelneitagrace

Es gilt dann: Erwartungswert p(Y)= r und Varianz ¢-? (Y)=2r. Die
Werte der Verteilungsfunktion der 7 ?-Verteilung sind fir ver-
schiedene r21 tabelliert; d.h. in den Tabellen werden fiir Werte p
(der Wahrscheinlichkeit) die zugehdrigen x angegeben, fiir die gilt
Py £ x)=p (p-Quantile der ? -.Verteilung).

Unter der Hypothese H_, daB X die Verteilung {p1,p2,...,pm'& hat,
sind "groBe" Werte von X’ unwahrscheinlich. Ist daher Co bei ge-
gebenem o so bestimmt (aus der entsprechenden Tabelle), daB

P ( X’) co)=‘£l(9(x’é co)=1—oL) gilt, so wird unter der aufgestellten
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Hypothese die TestgrdBe X:’ mit Wahrscheinlichkeit  gr&Ber als
c, sein. Als Testregel legt man daher fest:

Ist x? >-c°, so wird die Hypothese Ho abgelehnt, andernfalls

angenommen.

Es heift auch hier Signifikanzzahl, .{xlol x£c ! Annahmebereich
und {xl Xx>c } Verwerfungs- oder Ablehnungsberelch Auch die

Rolle von lSt dieselbe wie frither: es ist & die Wahrscheinlich~
keit dafiir, daB die Hypothese HO abgelehnt wird, obwohl X die Ver-
teilung ~{p1,p2,...,pm'} besitzt (Irrtumswahrscheinlichkeit).

Fortsetzung des Beispiels. Es werde & =0,05 gewdhlt. Es ist nach

dem Satz die X?-Verteilung mit 6-1=5 Freiheitsgraden zu ver-
wenden und aus der Tabelle erglbt sich o =11,07, d.h.

P (X%11,07)=0,95 oder P (311, 07)-0 05. Den Wert von X?
fiir die angefiihrte Stichprobe ermittelt man zu X*=5,20, soda8
die Hypothese "fairer Wiirfel" angenommen werden kann. Die Figqur 9
zeigt fir dieses Beispiel den Annahme- und Ablehnungsbereich.

0,20

0,10

0,05

o
Tl 1T rvrrt ey T T T T TT T T r—re—_% X

L 10 20 30

Annahme

Ablehnung ———eee——

AFigur 9
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Anmerkungen. Fir die Anwendung des oben beschriebenen ;{’—Ver—
teilungstests sollen die Werte np, nicht kleiner als 5 und n soll
gr¥Ber als 30 sein (damit der angefithrte Satz gilt). Fir m=2

(nur ein Freiheitsgrad) sollte man die sogenannte Yates-Korrektur

anbringen: man ersetzt ny-np; durch ]ni-npil -0,5.

Das folgende Beispiel zeigt, wie der 2”—Verteilungstest auch fir

stetige ZufallsgréBen unter Verwendung einer geeigneten Klassen-

einteilung verwendet werden kann,

Beispiel. Es soll getestet werden, ob der Mietzins X (angen&hert)
normalverteilt ist. Dazu wurden n=393 Vierpersonenhaushalte mit

mittlerem Einkommen befragt. Es ergab sich folgende H&ufigkeits-

verteilung:
Miete (DM) von | abs. Haufigkeiten n, hypothetische np
... bis unter in der Stichprobe Hdufigkeiten P;

<200 59 0,1230 48,34
200-250 83 0,1716 67,44
250-300 67 0,2413 94,83
300-350 81 0,2252 88,50
350-400 58 0,1488 58,48
400 45 0,00901 35,41

Als Mittelwert der Stichprobe ergab sich x=293 DM, als Standard-
abweichung sei 80 DM angenommen. Zundchst lautet dann die "ver-
ninftigste Hypothese", da8 X nach N(293; 80) normalverteilt ist.
Aus dieser Annahme lassen sich fiir jede Klasse obiger Klassen-
einteilung die Wahrscheinlichkeiten Py ermitteln, mit denen X in
diese Klasse fdllt; diese sind in der Tabelle angefithrt. Aus
diesen ergeben sich wieder die erwarteten Hdufigkeiten np,;. Nun
kann man die Klassen als die 6 Werte einer diskreten Zufalls-
grdBe ansehen und den obigen ;(‘—Verteilungstest anwenden.
Allerdings ist dabei die Regel zu beachten, daB fir jeden ge-
schdtzten Parameterwart der hypothetischen Verteilung (hier u
und 0¥ ) die Anzahl der Freiheitsgrade der zu verwendenden xf’-
Verteilung um 1 zu vermindern ist. Daher ergeben sich hier nicht
6~1=5 sondern nur 3 Freiheitsgrade. Aus der entsprechenden

Tabelle entnimmt man fir & =0,05 den kritischen Wert co=7,81.
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Der Wert von X * ergibt sich als:

L& Iy
l=

Daher ist die Hypothese "X ist normalverteilt" abzulehnen.

Ergénzung. Auch auf der ‘X’-Verteilung baut ein Test fir die
Unabhéngigkeit zweier Merkmale X und Y auf. Er kann hier nur kurz
skizziert werden. Die Hiufigkeitsverteilung einer Stichprobe vom
Umfang n des zweidimensionalen Merkmals (X,Y) sei in einer
Kontingenztafel mit Werten nij fir die H&ufigkeit der Ausprdgung
(xi, yj), i=1,...,r, j=1,....,8, vorgelegt. Im Falle der idealen

Unabhingigkeit von X und Y wiirde gelten nij=ni n j/n, wobei

. -

n;, , n 3 die Randh&dufigkeiten sind:

s r
ni_=Z nij und n:j= E nij‘
j=1 i=1

Es ist also n, bzw. n 3 die H&ufigkeit von Xy bzw. yj. Es gilt
nun fiir die TestgrdBe

r S

D At S

i=1 591 Py, DLy/m

da8 sie fir groBe n angendhert eine ;X’-Verteilung mit (r-1) (s-1)
Freiheitsgraden besitzt. Man wird daher die Hypothese der Unab-
hingigkeit von X und Y ablehnen, wenn X’)>co gilt, wo o be-
stimmt wird aus P(;{’>~co)=a< mit vorgegebener Irrtumswahrschein-
lichkeit £ (Wahrscheinlichkeit P zur entsprechenden Af’-Ver-

teilung).




III. Zeichentest und Rangtest

In den beiden vorangehenden Abschnitten wurde zur Annalme oder Ab-
lehnung einer Hypothese immer die Kenntnis der (theoretischen) ver-
teilung einer entsprechend konstruierten TestgrdB8e verwendet,

wobei oft noch ein entsprechend grofBer Stichprobenumfang vorausge-
setzt werden muite. Es gibt aber Situationen,wo eine solche Vor-
gangsweise nicht moglich ist, weil die Verwendung bekannter Stich-
probenverteilungen unzulissig ist (etwa: zu kleine Stichproben).

Man muB8 dann auf sogenannte verteilungsunabhingige oder nicht-

parametrische Tests ausweichen, von denen wir hier zweil einfache

Spezialfille besprechen: Vorzeichentest und Rangtest. Diese Tests
sind vor allem anwendbar, wenn es sich nicht um quantitative Merk-
male, sondern um Rangmerkmale handelt: Qualitdtsstufen, Noten,
Intelligenzquotienten u.i. Bei diesen Merkmalen kommt 2s im wesent-
lichen nur auf die Reihenfolge der Werte an, sodaB auch in den Tests
nur die "kleiner-Beziehung" zwischen den Werten verwendet wird.

Die Tests sind aber auch flir quantitative Merkmale einsetzbar, wenn

eben andere Tests versagen,

Beispiel zum Vorzeichentest. Es werden zwei Reifenprofile A und B

auf die Linge des Bremsweges getestet und zwar an finf PKW's von je
vier Testfahrern, sodaB je 20 Werte des Bremsweges vorliegen:

Xy Xt euny x20 fiir A und y1, Yor «ees Y2q fiir B. Man kann diese
Werte als Realisierungen von ZufallsgrdBen X1, XZ' ey X20 und

Y1, Y2, ey Y20 arsehen, wobei die zweidimensionalen Zufalls-
grbBen (Xi, Yi), i=1,...,20, als unabhdngiqg angesehen werden k&nnen.
Dagegen sind Xi und Yi fir jedes i sicher nicht unabhingig (gleicher
Fahrer, gleiches Auto!). Die Differenzen Dinxi_Yi kann man dagegen
wieder als unabhidngige ZufallsgrdBen ansehen, die nur vom Profil be-
stimmt sind (Einfluf von Auto und Fahrer hebt sich in der Differenz
weg!) . Daher kann man fiir alle D, auch dieselbe Verteilung annehmen
mit Verteilungsfunktion F. Mun machen wir die Hypothese, da3 die
Profile gleichwertig sind in ihrer Bremswirkung. Dann muB

“Diﬁyi-xi dieselbe Verteilung haben wie Di' 21ls0 auch dieselbe
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Verteilungsfunktion F. Daraus folgt aber F(0)=1-F(0) und daher
F(0)=1/2, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 Dil> 0 bzw. Diﬂl 0
ist, ist unter unserer Hypothese gleich 1/2. M.a.W..: Unter der
Hypothese der Gleichwertigkeit ist die Wahrscheinlichkeit fir eine
positive (bzw. negative) Differenz X,-Y, gleich 1/2. Da die
Differenzen unabhdngig sind, ist daher die Anzahl V der_positiven
(negativen) Differenzen binomialverteilt nach B(20, 1/2) und man
kann diese Anzahl V als TestgrdBe verwenden. Fir unter der Hypothese
sehr unwahrscheinliche Werte dieser TestgréBe wird man dann die
Hypothese ablehnen. Dazu gibt man wieder ein Signifikanzniveau
vor und bestimmt aus den Tabellen der Binomialverteilung den
grddten Wert k mit der Eigenschaft (hier ist n=20 die Anzahl der
MeBdatenpaare) :

P(V&n-X)D> 1-L/2 P(V)> n-k)& &£ /2

‘Dann ist P(V<k oder V>n-k) £ & , weil B(n, 1/2) symmetrisch ist;
der Erwartungswert von V ist unter B(n, 1/2) gleich n/2 (gleich-
bedeutend mit: gleich viele positive wie negative Vorzeichen), so-
da8 man sehr kleine und sehr groBe Werte von V als unwahrscheinlich
ansehen mu8, wenn die Hypothese gilt. Damit ergibt sich als Ent-
scheidungsregel : Ist V<k oder V>»n~k fiir dieses k,so wird man die
Hypothese der Gleichwertigkeit ablehnen. Ist k4V £ n-k,6 so ist die
Hypothese nicht abzulehnen.

In unserem Beispiel mégen nun folgende Daten vorliegen:

i x5 Yy XYy Vorzeichen
1 44,5 44,7 -0,2 -
2 55,0 54,8 0,2 +
3 52,5 55,6 -3,1 -
4 50,2 55,2 -5,0 -
5 45,3 45,6 -0,3 -
6 46,1 47,7 -1,6 -
7 52,1 53,0  -0,9 -
8 50,1 49,9 0,2 +
9 50,7 52,3 -1,6 -
10 49,2 50,7 -1,5 -
11 47,3 46,1 1,2 +
12 50,1 52,3 -2,2 -
13 51,6 53,9 -2,3 -
14 48,7 47,1 1,6 +
15 54,2 57,2 -3,0 -
16 46,1 52,7 -6,6 -
17 49,9 48,0 1,9 +
18 52,3 54,9 -2,6 -
19 48,7 51,4 -2,7 -
20 56,1 56,9 -0,8 -
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Als Irrtumswahrscheinlichkeit widhlen wir & =0,05, s0daB sich aus
der Tabelle fiir die Binomlalverteilung k=6 ergibt, weil
P(V£13)=0,9423 , P(V£14)=0,9793 und 2(Vv£L15)=0,9941 gile.
NDamit ist die Hypothese abzulehnen, wenn V >14 cder V<6 ist. Bei
uns ist V=5 (V=zAnzahl der positiven Differenzen bzw. Vorzeichen),
sodaB die Hywothese der Gleichwertigkeit der Profile abgelehnt
werden mul. Da mehr negative Differenzen vorliegen, d.h., der
Bremsweg bei Profil B &fter linger war als der bei A, wird man
annehmen, dad das Profil A bessere Bremseigenschaften hat.
Nachdem im Beispiel die Crundidee des Vorzeichentests erlidutert
wurde, scil noch erwihnt werden, dal man flir grddere Stichproben-
umfinge wieder die Binemialverteilung Bi{n,p) durch die entsprechende
Normalverteilung Ninp, np{l-p)) ersetzen wird. Den kritischen

Wert k erhdlt man dann aus der tabellierten Verteilungsfunktion

¢ von N(0,1) fiiber die standardisierte Gr&Be (V—n/2y%r;7zﬂ als

den kleinsten Wert k mit:

FEn/2) L9 x /2

)

G2 L2 w2,

Yn'

M.a.W.: Es ist 2k-n

oder

das (1-&/2)~-Quantil 2 der N(0,1)=-Ver-

= 1= (/2
teilung und somit k=(TH‘Z1_c£/2+n)/2. Bekanntlich ist fir ol= 0,05
20’975:8 1,96 % 2, sodaBd fir dieszes o der kritische Wert k
sich ergibt zu k=(2 Yn+n)/2= Yn' +n/2. Somit haben wir die einfache
Regel:

Auf dem Signifikanzniveau von oL=0,05 ist die Hypothese der Gleich-
wertigkeit bei n Paaren (xi, yi), n groB, abzulehnen, wenn

V> n/2+V¥n oder V<n/2- \7 gilt; V=Anzahl der positiven Vorzeichen.

Beispiel. Eine andere Anwendungssitunation widre die folgende: Es
werden n Personen mit Schlafstdrungen zwei Medikamente A und B zum
Ausprobieren gegeben und jede Person soll angeben, vielches Medi-
kamenﬁ wirksamer war. Als Vorzeichen vereinbart man +, wenn A wick-

samer als B angegeben wird, andernfalls ~. Mit dem Vorzsichentest
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wird dann die Hypothese "A und B sind gleichwertig" getestet, Da-
bei ist unter dieser Hypothese wieder P(+)=P(-)=1/2 und somit sind
die obigen Uberlegungen unverdndert anwendbar.

Es ist klar, daB8 im Falle quantitativer GréBen durch den Vorzeichen-
test nur ein sehr geringer Teil der verfiligharen Information ausge-

nutzt wird und daher der Test auch nicht sonderlich scharf ist.

Anmerkung. FlUr den Vorzeichentest in der vorgestellten Form ist es
wichtig, daB die Differenzen Di=xi-—Yi bzw. die jeweiligen "Vor-
zeichen", die angeben, ob Xi "groBer" als Yi oder "kleiner" als Y
ist (im Beispiel war "grdBer"="wirksamer") als unabhdngige Zu-
fallsgrdBen angesehen werden k&énnen. Dafiir ist erforderlich, da8
darauf, ob "X,< Y, oder "X;>Y," ist, (in Abhdngigkeit von der
Bedeutung von " ") nur die jeweils zu untersuchende Gr&Be (Profil,
"Medikament) EinfluB8 hat. Das kann man durch Untersuchung an den-
selben Beobachtungseinheiten (selbes Auto und selber Fahrer, die-
selbe Person) oder durch Eliminierung anderer Einfliisse erreichen.
Will man etwa zwei Lehrmethoden A und B an Schiilern testen, so
wird man zwei Versuchsgruppen von Schiilern XqoeeosXy (fir Methode
A) und Yqree-s¥y (fir Methode B) so zusammenstellen, da8 Xy und Yy
weitestgehend im entsprechenden Fach bisher identische Leistungen
gezeigt haben. Dazu kann man auch vorher einen addquaten Leistungs-
test verwenden. Nach dem Lehrversuch wird festgestellt, wver von
Xy und Yy "bessexr" ist - ergibt wiéder die "Vorzeichen" + bzw. ~-.'

Man spricht von verbundenen oder abhédngigen Stichproben.

Vorzeichen- Rangtest (Test von Wilcoxon filir abhdngige Stichproken).

Dieser Test geht wieder von zwei abhdngigen Stichproben XyreoorX,
und Yqre-eo¥p eines best immten Merkmals aus, bei dem Differenzen
zwischen Werten sinnvoll sind und der GrdBe nach geordnet werden
kénnen. Ein typisches derartiges Merkmal ist die Temperatur. Man
ordnet die Differenzen di=xi-yi dem Betrag nach nach der GréBe und
verbindet so mit jedem di einen Rangplatz 1,2,...,n in dieser An-
ordnung. Dann bildet man die Summen R, und R_ der Ridnge der posi-
tiven.bzw. negativen Differenzen di’ sowie die Summe R aller
Rénge, R=Eigill. Unter der Hypnothese der "Gleichartigkeit" der

x-Werte und der y-Werte ist dann R/2 der Erwartungswert fir R, und
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R_, sodal absolut "groBe" Differenzen zwischen R/2 und R, bzw. R_
zur Ablehnung dieser Hypothese fihren werden. Den kritischen Wert

c d.h. die Grenze zwischen Annahmebereich und Ablehnungsbereich,

Ol
entnimmt man einer Tabella, die ihn fir verschiedene Signifikanz-

niveaus & und Stichprobenumfdnge n enthilt:

n 0.0 0,05
6 - 105
7 - 12,0
8 18,0 14,0
3 20,5 16,5

10 24,5 18,5

1 28,0 22,0

12 32,0 25,0

13 355 285,

14 395 31.5

15 44,0 35,0

16 48,0 38.0

17 33,5 41,5

18 57.5 45,5

18 63.0 49,0

20 67,0 53,0
21 72.5 56,5
22 72,5 60,5
23 83,0 65,0
24 89,0 §9,0
25 94,5 735

Ist bei gegebenem L daher der Betrag der Differenz R+—R/2 (bzw.
R_-R/2) groBerxr als das entsprechende Cyr SO ist die Hypothese der
Gleichwertigkeit abzulehnen.

Numerisches Beispiel. Eine Uberpriifung der Thermometer in 10 Tief-

kiihltruhen ergab die folgenden Differenzen di=xi--yi zwischen vom
Thermometer in der Truhe angezeigter Temperatur Xy und wahrer
Temperatur vy, . Diese sind in der folgenden Tabelle schon dem Abso-
lutwert nach geordnet:

di -0,5° -0,5° 2,0° =2,5° 3,5° 4,0° 5,5° 5,5° 7,5° 12,0°
Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vor-

- - + - + + + + + +

zeichen
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Treten dabel gleiche Differenzen auf, so kdnnen diese beliebig an-
geordnet werden. Hier ist R_=7, R+=48, R=55, R/2=27,5 und

|R+—R/2l = 205. FUr ol =0 ,05 und n=10 ist nach der Talkelle

co=19,5, also ist die Hypothese "Thermometer zeigen im Mittel die
richti~e Temperatur" abzulehnen, Man sieht lbrigens sofort, daB hier
der zwar einfachere Zeichentest nicht zur Ablehnung der Hypothese
filhrt. Der Vorzeichen-Rangtest ist also trennschidrfer u.zw. des-
wegen, weil er mehr Information benutzt (auch die GrdBenordnung

und nicht nur das Vorzeichen der Differenzen).

SchluBbemerkung. Auch in diesem Kapitel wurden nur die Grundziige

einiger einfacher Testverfahren herausgearbeitet. Fiir die schulische
Ausbildung ist es empfehlenswert, einige der wichtigsten Tests
griindlich und mit vollstdndigen Uberlegungen zu ihrem Einsatzbe-
reich und ihrer Begriindung durchzufihren. Ein lbertriebenes Hinein-
Stopfen bloB rezeptartiger Verfahren bringt kein Verstdndnis der
grundlegenden Methoden und die Rezepte werden schnell wieder ver-
gessen, Hat der Schiller jedoch das Grundsdtzliche verstanden, so
kann er sich in der beruflichen Praxis schnell die notwendigen

Tec* .iken erarbeiten und sie auch verstdndig und addquat einsetzen.
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